
�� 一次分数変換

�	�� 一次分数変換とは

複素数 �，�，�，� は � �� � � �� � をみたすとする．写像

���� �
� � � �

� � � �

を一次分数関数といい，この関数による変換 � � ����を一次分数変換という．� � � のときには，� �� � より
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となる．また，� �� � のときには，
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と表せるので，���� は次の 
 つの関数を順に合成した関数である．
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�	�� リーマン球面

複素数平面を � 次元の ��� �� ���空間の ��� ���平面と同一視する．複素数 � � �� � 	 は点 ���� 	� �� に対応

する．原点を中心とする単位球面

� �
�
��� �� ��

�� �� � �� � �� � �
�

を考え，この球面上の「北極」にあたる点を  ��� �� �� とする．点 !��� �� �� を  以外の単位球面 � 上の点

とする．� 点  ，! を通る直線と平面 � � � との交点は一意的に存在し，�
�

�� �
�

�

�� �
� �




と表せる．これは球面上の点を平面上の点に対応させる（投影する）方法の一つであり，これをステレオ投

影という．逆に，� 点  ，� を通る直線と単位球面 � との交点は一意的に存在し，� � �� � 	 とおくと�
��� �
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� 	
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と表せる．したがって，ステレオ投影は，複素数平面と，単位球面から点  を除いた集合との間の全単射を

与えている．このとき，単位球面 � をリーマン球面または複素球面という．点  に対応する点が複素数平面

にないので，対応
!�  �� � � � � ��

を考慮して，無限遠点と呼ばれる仮想的な数� を複素数の集まり � に添加すると，� � ��� は � と同一視

できる．

�	�� 直線と円

�，�，� を実数とする．��� ���平面上の直線 � � � � � � � � � は � つの平面 � � � と

� � � � � � � ��� �� � �

の共通部分である．したがって，複素数平面上の直線は，ステレオ投影によって，点  を通る単位球面 � 上

の円に対応する．

また，実数 �，�，
 と用いて，複素数平面上の円は ��� ��
�
� �	 � ��

�
� 
� と表せる．

� � �� � 	� � �
�� � �� � 
� � �

�
� � �


� � �� � �� � �
�

とおくと，ステレオ投影により，
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となる．複素数平面上の直線と同様に，複素数平面上の円は，ステレオ投影によって，単位球面 � 上の円に

対応する．

以上のように複素数平面上の直線および円は単位球面 � 上では円に対応することから，複素数平面上の直

線や円を総称して円という．

例題 ���� �� � を �，� を ��，� を � に写す一次分数変換 � �
� � � �

� � � �
を求めよ．

（解） 仮定より

� �
� � ��� �� � �

� � ��� �� � �
� �� � � � � � �

� � � � �
� � �

� � �� �

� � �� �

であるから，� � �� �，� � �，� � �� � � � となり，
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が得られる．

例題 ���� 一次分数変換 � �
� � �

� � �
によって，虚軸 �� � � � が写される図形を求めよ．

（解） 虚軸上の複素数 � は実数 � を用いて � � � � と表されるので，
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より � は実数である．� � �� のとき � � �，� � � のとき � � � と考えることにより，実軸 	
� � �

全体に写される．
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例題 ���� 複素数 �，� がそれぞれ � � � 
 �，�� � 
 � をみたすとき，次の不等式が成り立つ．���� � � �

�� � �

���� 
 �
（解）
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より � �� � � � � � � � � � が得られ， ���� � � �
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となる．

例題 ���� � を複素数とする．一次分数変換 � � � � � によって，円は円に写されることを示せ．

（解） 複素数平面上の直線の方程式は，複素数 � と実数 � を用いて �� � �� � � � � と表せる．

� � � ������ とおくと，すべての実数 � に対して � � � が成り立つので，

� � � ������ � � ������ � � ������ � �

となり，� は実数である．直線の方程式に � � � � � を代入すると，

� � � �� � �� �� �� � �� �� � �� ��� � �

となり，複素数平面上の直線は直線に写される．

また，複素数平面上の円の方程式は，複素数 � と実数 � を用いて � � ��� ��� �� � � と表せる．た

だし，�� �� � � である．
� � �� �� � � ����������

とおくと，
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より，� は実数であり，�� �� � � が成り立つ．円の方程式に � � � � � を代入すると，

� � �� � �� �� � �� �� �� � �� �� �� � �� �� � �� ��� ��� ��

となり，複素数平面上の円は円に写される．

以上から，一次分数変換 � � � � � により，円は円に写される．

例題 ���	 � を � でない複素数とする．一次分数変換 � � � � によって，円は円に写されることを示せ．

（解） 複素数平面上の直線の方程式は，複素数 � と実数 � を用いて �� � �� � � � � と表せる．� �
�
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を代入すると，
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となり，複素数平面上の直線は直線に写される．

また，複素数平面上の円の方程式は，複素数 � と実数 � を用いて � � ��� ��� �� � � と表せる．た

だし，�� �� � � である．� � ��，� � �� �� � とおくと，
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である．円の方程式に � �
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を代入すると，
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� �� � � � � � � ��

となり，複素数平面上の円は円に写される．

以上から，一次分数変換 � � � � により，円は円に写される．
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